
THÉORIE DES GROUPES 2024 - 25, SÉRIE 5

Exercise 1. À faire après chaque cours !
Revoir le cours et comprendre/remplir les lacunes dans les démonstrations.

Exercise 2. Quelques exemples de sous-groupes de torsion (facile)
Déterminer Tors(A) pour les exemples suivants de groupes abéliens.

(1) A est un groupe abélien fini.

(2) A = (Q,+).

(3) A = (Q/Z).
(4) A = C×.

(5) A est un sous-groupe de Z.
(6) A est un sous-groupe de Zk pour k ≥ 2.

Exercise 3. (moyen)
Montrer que si G est abélien et finiment engendré tel que Tors(G) = G, alors G est un groupe
fini.

Exercise 4. Groupes abéliens libres (facile)

Étant donnée une famille de groupes abéliens (Ai)i∈I , nous définissons leur somme directe
comme le groupe abélien⊕

i∈I
Ai = {(ai)i∈I |ai ∈ Ai, pour tout i, seuls un nombre fini des ai sont non-nuls}

où l’addition est effectuée composante par composante.
Prouvez que les affirmations suivantes sont équivalentes pour un groupe abélien A :

(1) A est un groupe abélien libre. C’est-à-dire

A ∼= Z⊕I :=
⊕
i∈I

Z.

Pour un certain ensemble d’indexation I (pas nécessairement fini).

(2) Il existe un ensemble I et un sous-ensemble B = {ai | i ∈ I} ⊂ A appelé une base, tel
que tous les éléments x ∈ A peuvent être écrits de manière unique comme des sommes
finies

x =
∑
k∈I

nkak

où tous sauf un nombre fini de nk sont égaux à 0. Notez que la condition d’unicité
implique que les éléments d’une base sont linéairement indépendants sur Z.
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Exercise 5. (moyen)
Soit F = Z3 et définissez une fonction f : F → Z2 sur une base (e1, e2, e3) par

f(e1) = (1, 0); f(e2) = (1, 1), f(e3) = (0,−1).

Montrez que vous pouvez prolonger f uniquement en un homomorphisme de groupes. L’image
de f est-elle libre abélienne ?

Exercise 6. (moyen)
Rappelez-vous que le rang d’un groupe abélien libre finiment engendré A est l’entier positif r
tel que

A ∼= Zr.

Rappelez-vous aussi qu’il a été montré en classe que si A ⊆ Zr est un sous-groupe, alors A ∼= Zk

pour un certain k ≤ r. Nous verrons aussi dans le prochain exercice que le rang d’un groupe
libre-abélien est bien défini.
Calculez le rang des groupes abéliens libres suivants.

(1) Sous-groupe engendré par (1, 1) dans Z2.

(2) Sous-groupe engendré par (1, 2) et (−3,−6) dans Z2.

(3) {a+ b
√
2 + c

√
3 | a, b, c ∈ Z} en tant que sous-groupe additif de R.

(4) Sous-groupe engendré par (2, 3, 8), (1, 5, 1) et (1,−9, 34) dans Z3.

(5) Sous-groupe engendré par (2, 3, 8), (1, 5, 1) et (1,−9, 13) dans Z3.

Exercise 7. (moyen)
Montrer que les rationnels positifs Q>0 avec loi de groupe donnée par la multiplication habituelle
ne forment pas un groupe abélien finiment engendré. Cependant, montrez qu’il s’agit d’un groupe
abélien libre en exhibant une base.

Exercise 8. (moyen)
Notez qu’un homomorphisme A → B de groupes abéliens induit une application

Tors(A) → Tors(B).

Maintenant, considérez la suite exacte courte de groupes abéliens

0 → A → B → C → 0.

Déterminez si
0 → Tors(A) → Tors(B) → Tors(C) → 0

est également exacte en général.


